Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych - gradient i pochodna
kierunkowa

Z rachunku ro6zniczkowego funkcji jednej zmiennej wiemy, ze pochodna funkcji w pewnym punkcie oznacza
predkos$¢ zmiany wartosci funkcji w tym punkcie. Podobnie jest dla funkcji dwoch (jak réwniez wigkszej
liczby) zmiennych. Pochodne czastkowe funkcji z = f(x,y) w punkcie F,(x,,y,)0znaczaja mianowicie
predkosci zmiany wartosci tej funkcji w punkcie P, w kierunkach osi uktadu wspotrzednych: osi Ox dla
pochodnej f7(x,,,) oraz osi Oy dla pochodnej f;(x,,¥,)-

Jednakze w wielu zagadnieniach istotne jest okreslenie predkosci zmiany wartosci funkcji /' w kierunkach
roznych od kierunkow osi uktadu wspotrzednych. W takich przypadkach postugujemy si¢ tzw. pochodna

kierunkowsg. Kierunek obliczania takiej pochodnej moze by¢ okreslony poprzez réwnania parametryczne
polprostej o poczatku w punkcie F,, ewentualnie poprzez wektor. W ponizszych okre§leniach pochodnej

kierunkowej stowo definicja ma charakter umowny — w $cistych definicjach tego pojecia postugujemy sie
granicg pewnego ilorazu réznicowego.

Niech p bedzie polprosta o poczatku w punkcie F,(x,,y,), tworzaca z osiami Ox i Oy odpowiednio katy
a 1 f. Zapiszmy réwnania parametryczne tej polproste;j:

| X=X, +tcosa
P y=y,+tcosf’

Definicja. Pochodng kierunkowg funkcji z= f(x,y) w punkcie P,(x,,y,) W kierunku potprostej p
nazywamy wyrazenie postaci:

(M) o

9 fl(x,,y,)cosa + fy'(xo,yo) cos .

Dla funkcji trzech zmiennych u = f(x, y,z) oraz pétprostej p o réwnaniach:

X=X, +tcoscx
p: iy=y,+tcospB, t>0.
z=12z,+1tcosvy
pochodna kierunkowa przyjmie postaé:

) o

ap fx,(xmyoazo)coso‘ + fy,(xoaYOaZo)COSﬂ+fz,(xoay0320)0057 .

W przypadku, gdy kierunek okreslony jest poprzez wektor w=[w,_, w,] (lub w=[w,, w,,w.]) pochodna

kierunkowa mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
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gdzie |1X/| oznacza dlugo$¢ wektora w, ktérg obliczamy ze wzoru |Vv|=4/wf +w)2, dla (3) 1lub

|Vv| =W +w)2, +w? dla (4).

Definicja. Gradientem funkcji z= f(x,y) w punkcie P,(x,,y,) nazywamy wektor

(%) grad £(xy, ) = £/(50.30) » £ (50 30)].
Analogicznie, dla funkcji u = f(x,y,z) trzech zmiennych mamy:
(6) grad f(xy, ¥,,2y) = [fx/(xoayoazo) > fy/(xoayoazo)a fz/(xoayoazo)]~

Uwaga. Gradient funkcji w punkcie wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji w tym punkcie.
Dlatego tez jest on szeroko wykorzystywany w zagadnieniach praktycznych. Znalazt on migdzy innymi
zastosowanie w gradientowych metodach optymalizacji, w ktorych wskazuje on kierunek poszukiwan
lokalnego maksimum (lub minimum) funkcji.

Przyklad. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji z= f(x,y)=2x’ +»> w punkcie P,(1,1) w kierunku
. . m 7r
osi p wyznaczonej przez katy: o= o 0= 3

Rozwigzanie. Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu oraz wartosci tych pochodnych w punkcie
P(1,1):

fx,(xay):6x2’ to fx,(xoryo):fx,(lsl):6’ fy/(x’y):2y’ to fy/(xO’yo):fy/(lﬂl):2'
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—= flx,,v,)cosa + fl(xy,,) cosﬁ:f,'(l,l)cosZ + £la,n cost =622 42.-=3341
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Przyklad. Pole temperatur w kazdym punkcie ciala
V={(x,y,2):0<x<m, O<y<m, O0<z<m}

okreslone jest funkcjg
T(x,y,z)=4sin(x —z) +cos(2y +z).
Znalez¢ kierunek najszybszego wzrostu temperatury w punkcie [%,%,2] .

Rozwiazanie. Kierunek najszybszego wzrostu temperatury wskaze nam gradient funkcji 7 w punkcie
T, [g,g,%] . Postuzymy si¢ zatem nastgpujacym wzorem:

grad7| = 2 Z 2| 2| | 2L
226 22°6) (2726

T/[zzzj
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Obliczamy pochodne czastkowe funkcji T oraz warto$ci tych pochodnych w punkcie 7 :

T!(x,y,z)=4cos(x — z), stad

T

T/ ,—,Z = 4cos|=—Z|=4cos Sm_m :4cos£:4~l:2.
226 2 6 6 6 3 2

T/(x,y,z)=—sin(2y + z)-2 = —2sin(2y + z) , stad

|2 D= —2sin|2- 2+ Z|= —2sin|n + L | =
1226 2 6 6



B % wzor redukcyjny : _q

) . :2sin£:2-l
sin(7m 4+ o) = —sina« 6 2

T/(x,y,z) =4cos(x —z)- (= 1) +[—sin(2y + z)] = —4cos(x — z) —sin(2y + z) ,

stad
NI D D= —dcos| Z—Z|—sin|2- 2+ X | =
2°2°6 2 6
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=—4cos|— ——|—sin 7r—|—g =—4cos——+sin—=
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Zatem
gradT Z,Z,E = 2,1,—i .
226 2

Przyklad. Obliczy¢ gradient funkcji u = In(x> — yz) w punkcie P,(—2,1, 3) oraz pochodna kierunkows tej
funkcji w kierunku gradientu.
Rozwiazanie. Wyznaczamy wartosci pochodnych czastkowych w punkcie P, :

—4
ul = 21 2x= 22x ’ to ' (x,,y0.20) =’ (—=2,1,3) = —— = — 4.
X —yz X —yz 4-3
I 1 . z / 0 _ 3 _
uy_xz_yz'(_z)__xz_yz , to uy(xoayoazo)_uy(_23133)—_4__3——3.
/ 1 Y / / 1
Ul = (y) = = 10 w20 = Ul(-21.3) = ———=—1.
X" —yz X" —yz 4-3
Zatem

gradu(x,,y,,z,) =[-4,-3,-1].
Aby obliczy¢ pochodng kierunkowa wyznaczamy najpierw dtugo$¢ wektora w:

W=[-4,-3,~1] = [il=(=4 +(37 +(-1* =26.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ gradient funkcji:
38. f(x,y)=+/x"+)> wpunkcie B(3,4),
39. f(x,y)= nY w punkcie Py (1,1),

X

40. f(x,y)=xsiny w punkcie F,(2,0),

41. f(x,y,z)=xy’z> wpunkcie P(1,—1,2).

Znalez¢ pochodng kierunkowa funkcji:

42. f(x,y)= x>+ yx wpunkcie P,(3,5),w kierunku wektora w =[4,—3],
43. f(x,y)=arctgxy w punkcie P,(1,1), w kierunku wektora w= [\/g ,2],

44. f(x,y,z)=x>+y* +2z° wpunkcie B, (2,—2,1), w kierunku gradientu w tym punkcie.
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